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PROVA SCRITTA DI ALGEBRA E GEOMETRIA, 11/06/2018
TEMA 3
QUESITI PRELIMINARI. Stabilire se le seguenti aermazioni sono vere o false giustiando brevemente
la risposta:
(1) Il rango di una matrie A è il numero di righe non nulle di A.
Falso. Ad esempio se A =
[
1 1
1 1
]
abbiamo rk(A) = 1 e il numero di righe non nulle di A è 2.
(2) Ogni funzione lineare f : R2 → R3 è iniettiva.
Falso. La funzione f(x, y) = (0, 0, 0) per ogni (x, y) ∈ R2 non è iniettiva.
(1) Eserizio 1 Risolvere il seguente sistema lineare Σ nelle inognite x, y, z al variare del parametro
reale k:
Σ :


x+ y + 2z = 6
x+ y + 3z = 5
x+ y + 4z = k
Srivere, se possibile, un sistema lineare di inque equazioni equivalente a Σ per ogni k ∈ R.
La matrie ompleta ridotta a sala diventa

 1 1 20 0 1
0 0 0
∣∣∣∣∣∣
6
−1
k − 4

 .
Per ui se k 6= 4 il sistema non ha soluzioni. Se k = 4 il sistema ha innite soluzioni ed esse sono
S = {(8− y, y,−1), y ∈ R}.
Un sistema equivalente si ottiene aggiungendo a quello iniziale altre due equazioni he siano ombi-
nazione lineare delle altre.
(2) Eserizio 2 Sia f : R3 → R2 la funzione lineare denita nel modo seguente:
f(x, y, z) = (x + y + 2z, x+ z)
e sia W = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x− 5y + 7z = 0}.
(a) Determinare una base del nuleo di f .
Si ha ker(f) = 〈(1, 1,−1)〉.
(b) Veriare he ker(f) è in somma diretta on W e srivere una base B di R3 ome unione di una
base di ker f e di una base di W .
Basta mostrare he (1, 1,−1) non appartiene a W ioé he non soddisfa l'equazione di W . Una
base di W é data da {(5, 2, 0), (−7, 0, 2)} e quindi la base B è
B = {(1, 1,−1), (5, 2, 0), (−7, 0, 2)}.
() Srivere la matrie assoiata ad f rispetto alla base B di R3 e alla base {(1,−1), (1, 1)} di R2.
Si ha f(1, 1,−1) = (0, 0)C , f(5, 2, 0) = (7, 5) = (1, 6)C , e f(−7, 0, 2) = (1,−4)C per ui
MBC (f) =
(
0 1 1
0 6 −4
)
(d) Determinare, se possibile, una funzione g : R2 → R3 tale he f ◦ g = idR2 ed una funzione
h : R3 → R2 tale he f ◦ h = idR3 .
Siome f(1, 0, 0) = (1, 1) e f(0, 1, 0) = (1, 0) è suiente prendere g ome l'unia appliazione
lineare g : R2 → R3 tale he g(1, 1) = (1, 0, 0) e g(1, 0) = (0, 1, 0), ioè g(x1, x2) = (x2, x1−x2, 0).
E infatti
f ◦ g(x1, x2) = f(x2, x1 − x2, 0) = (x1, x2).
L'appliazione lineare h invee non può esistere perhé f ◦ h non sarebbe neanhe denita.
1
(e) Determinare tutti i vettori di R
3
la ui proiezione ortogonale su W sia (1,−1,−1).
Sono tutti i vettori di R
3
he si srivono nella forma (1,−1,−1) + w⊥ dove w⊥ è un generio
vettore di W⊥. E siome W⊥ è generato da (2,−5, 7) abbiamo tutti i vettori della forma
(1,−1,−1) + t(2,−5, 7).
(3) Eserizio 3 Si onsideri la matrie
A =

 −1 0 00 −1 0
1 −2 −2

 .
(a) Stabilire se i vettori della base anonia di R
3
sono autovettori di A.
Si ha he e2 ed e2 non sono autovettori, mentre e3 lo è, di autovalore −2.
(b) Stabilire se A è diagonalizzabile e in aso aermativo determinare una matrieH tale heH−1AH
sia diagonale.
Siome A è triangolare gli autovalori sono i oeienti sulla diagonale per ui sono −1 e −2 e
tali he ma(−1) = 2 e ma(−2) = 1. Per la diagonalizzabilità dobbiamo alolare mg(−1). Ma
mg(−1) = 3−rg(A+I) = 2 per ui A è diagonalizzabile. Per trovare la matrie H determiniamo
una base di autovettori: abbiamo
• V−1 = 〈{(2, 1, 0), (1, 0, 1)}〉;
• V−2 = 〈{(0, 0, 1)}〉;
per ui basta segliere
H =

 2 1 01 0 0
0 1 1


() Stabilire se è possibile determinare una base ortogonale di R
3
ostituita da autovettori di A.
Non è possibile perhé i due autospazi non sono ortogonali tra loro.
